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stationaire w1ndvelden oo zee van ()··' cle len con-
• 
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<!;'.'.) t a·~ n. t ~" <·j·· i e:,. • t· ~. ,:." ii..) ~'" -~ ¾, ~ t;;,i;,#' ·• 
1.s l~er1 ve rvc) l.,~ c) t) r1e t rapport Tvl 2 3, ·1 . , \"18<1 r ir1 de 
i .. nvlc,ecl var1 stati<)nEi1.r'e \'>1ir"1dvelden c)p een zee van ove1~a.l constante 
diepte t,espro1<en we~i~ Thans nemen we aan dat de zee bestaat uit 
meerdere delen, die ieder een constante diepte hebben, deze diepten 
~~u) .. len echt{~I1 in t·1et. al1?;emee11 ver·schillenrl zijn. 
De zeeb<)d.em bestaat dt1s uit een aantal horizor1tale vlalcken __ rnet 
e 11,:aar ver'b<:)r1den d<)or·" ,;erticale i:i iscor·1ti.nuitei tsvlakker1, die z ich op 
een horizon taa 1 v lak{ a.ls <j. 1.sc<)r1·t in1 .. i 1 te its krorrn·r1c~r1 pre) j e c te ren. Di t 
!~;eval moet natuur1.ilj1< 'besc.t1oti~1d W<Jrden als een ide,alisering van E!en 
geva·1, waarbij tvJee ;,~eeE~n '."'an elt<: ten r1aaster1 b1\j constante diepte 
' 
door een ::,eb1ec1 met sterke t1el:Lin~?; met elkaar \rer .. bonclen zijn en diE~nt 
voo1 ... al als voorstudi,~ \/"C)Or t·1et in werkelijkt1eicj belar1grij~r· ;~eval 
van een zee met ve1~an1~ierli,Jke d'1f:t)te. 
gegeven dif'ferentiaalvE:rgelijl<.inger1. De in rrw 23 ingevoerde begrip-
pE:r·1 a ls w 1r~1apo te11t ia ·1en., s tr-1(:)ot11func tie e1·1 comi:,)lexe potent iaa 1 voe ren 
we oolc hier in, waarna bliJkt dat de oplossing van de gestelde vraas• 
st1 ... 1~.:l{er1 ,f::er1eel bt~paald :is door cle cor11ple;,~e potentiaal z · .. 
'• 
waar,voor nu I"',l.1n(~J - er1 1:,,,e r 1:~~ar1e:,;svoorwaarcten ge ge ver1 z i j n. De ee r•t3 te 
geldcn lungs de rand kust 
lijnE:ri 
van de zee, de laatste langs 
met verschillende diepte. Het 
<:le f;re11s -
bli.jkt clat 
de·;.~E~ r)and- er1 c:Jver.·. ·:.r1t:;S'Joorwaarden voldoende ziJn om de opwaaiil1i_) 
en de stromingssnelheid bij een gegeven windveld eer1duidig vast te 
1 e ""' g,. ':) l1 . g,t::.-~l• 
Het geval ctat de zee u1t nteer dan twee delen met verschillende 
._,, 
diepten bestaat, bli~jf1 t daa.rna vercier ()r1bes~)r~oken, ·doch in het l~,eval 
van twee deelgebieden met verschillende diepten, wordt een oplos-
singsmethode aangegeven, die neerkomt op de opstell1ng van een 
integraal-vergelijlcing die tot een in de 11teratuur bekend type be-
hoort 3 .. Vc)or het geval dat ue dlepte in het ene deel zeer veel 
groter is dan in het andere deel, geven we in 4~ oak een iteratie-
methode aan, 'li1aarbij he·t pI .. ooleem van de s imul tru1e be paling van 
twee in verschillende gebieden gedef1n1eerde analytische functies, 
waarvoor rand- en overgangsvoor,iaarden gegeven zijn, gereduceerci 
wordt tot een~antal afzonderlijke problemen, waarbij steeds slechts 
·1. Dit <:>nderzoek 1 1erd ve1~r1cht ender le·iding van Prof .Dr D. van 
Dantzig. 
. . 
' 
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een analyt 1sc r1e t·,~tnc t le n1.e t be hulp van 1.11 t~3 lui tend randvoorwaarde1·1 
bepaald behoeft te warden. Het blijkt dat een eerste benaderins voor1 
d.:~ ~:1tr1:)m·lnf; in het ondiepe f~~edeeJ~te gevonden ~can warden, indien 1,1,.2: 
l r:1n ~~t, c.i,::; s c he i<j infr, s 1 i ,.1 n ,;J ai1 die IJ er1 onti le p ge b 1et1 a 1. s :rand VO<) r•i\fciar~-,.; .:1 
v<:·:,<::>r 14(~ stror11irig j.n t1et ondif~{)e (:;ebied eisen dat ,je verr1oging van 
r1et 1'1ormale niveau n1.1l is. Deze voorwaarde> {lltJ 
physisch zeer plausibel is voert tot een enigszins ongewone rand-
1Joor··waarde voor· de cor·ripleX(:; pc)tentiaal. In 5. wordt c:le oplossir1g ,,a11 
' dit type rand.-problernen besprc)~~en. 
Als practische tJepassing beschouwen we in 6. de voorstelling van 
de Noordzee als rechthoekige baai van een oceaan die een halfvlak 
' 
beslaat. In t.:;3;er·1st:.ellir1g t(~)t rl(~ behandeline~ die in Tw 23 van dit 
g,eva 1 gegc::ven is:, r·1emen we n11 aan dat dE..: diepte van de oceaan 7 e ... :l r·l £-I ~.... ' 
veel grater is dan die van ~~ee. Met enige benaderingen wordt l1ct 
w,ir1<ieffect aar1 (ie 1:3.ndzijde var1 de baai be1~ekend.· De uitkomst bli~1kt 
' 
rede 1 itJ k: gc)ed overeen te s ten11·nen met Sc halkwijks resul taat voor r·1e t 
geval van een gelijkmatig hellende botlem. 
t 
Het is duidelijk dat de conceptie van deelgebieden met constante 
, 
diepte slechts een benadering kan 
W i 1 ,... (::I l ar·1 •''"I~ s s 'tr'~ n · ·. . ,... .c., _ • , , , I::;, .. .... e ,t:::. 
verschillende verschijnselen, die 
·~-;ever1 van de realiteit. Daar 
analytische weg een inzicl1t in 
bij niet constante diepte optre-
' 
den, verkregen kan warden> is o.i_ het gebruik van dit beeld ge-
rechtvaarcligd .. 
") 
c.. • Ov2rgan0·svoorwaarden en ecnduidigheid. 
. g 11 lli&Q 11 ii lllll •11 1-·177 1727 TtU PT I :.A I i 
; 
We zullen in deze paragraai~ veronderstellen, d "'.'! t c~i e ' ',? #, ,.,.,. ,:::i -,. '"1 · · '• c,i. · · ~ c., t:.·: e ~ t: ..1. f · ~:..: -
....... 
?. 
b ·i Q ,·j' ._, ,,.~ t.::~ _,_,, G van het ·~--~Y-vlak beslaat dat bt:grens{l en hetzij enl{el-
V<)U<iit;~ satner1har1g;2nd . ., l:-1et:~ij r11eervoudig san1enhan(;er1d op cle ir1 'r·\1 25., 
i)a~~;. 11 be sc? 1rf::Ven w·ij ze e ir1(·l 1.g \i'ee l •te i landen •1 is. 
\ve nemen nu aan dat G ultr::~envalt in eindig veel tieelgebieden 
GA1 ,G2 ~~ ., ... , Gn, ir1 ell{ waarvan ije ctiepte van de zee i.r1 ongestoo-::,,clt2 
Zij· 
(je len van [' en [' 
lende de lc::n van j en r 
z ie fig. 2 .. i 
• 
1 , .•• , n 
k 
. ' 1 i..1 ' ~{' ... • . ) 
• 
j ... , 
'" •• ., n 
112 ., • • • 1 ... e s p • H.n hee 1' t . 
1, .•• ,n . Samenvallende 
aan met 
noemen we 
2 · Evenals in T\,v 23 zulle11 i~e ender een gebied verstaan een ope1 .. 1 
samenhangende ptmtverza.n1e ling, i.~aarvEtri de rand bestaat ui t eer1 
e 111d ig aantal continu differentiaerbare krommen. 
Natuurlijk behoeven 
.. ) resp. 
.) 
11t1or f1llt2: ,.J 
. . k r11.e t J 
en k te 
,, · ~~· .. ·W- «".'.'Ji an rl ·~ so· n1ma ' ' , j 0 t..; !:J L, Cl. . ,, u J.. , -
ties 2.d. zullen we 
st1lzwiJgend veronder-
stellen dat da sorr1-
matic alleen wordt 
ui.tgestrekt over d1t~ 
termen die werk8lijk 
bestaan. 
Als positieve 
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I 
r. 
'/ l 
' 
f i; 2 ·1 g . . 
G ~-
r -
2 
3 
r i Ch t:, ir·1g ~l fll1 c·,s 1 re SI) • = 
" ·-~, ~ ., ·""""""'·"-i'l''-'W"">'l<>'',1".-,,-"'-'•<<'"-.,~~-· 
Gr') + + G 4 £.. 
r 2 + r 4 
+ 
r 
4 . '\ 
- f' + 
-- 4 
G, 
ligt .. 
Ieder d8el van . u is of ool< aen deel van of oak een deel 
1 .. 
van een zekere r ~~ • De positiave richtingen langs s~menvallende 
de ·1en van I--- ' 1.:~n - ~ijn dezelfde, del~r1 
van j on C, . zijn tegcngesteld vgl. fig. 2.1 • 
w~ :·::;aE1n we.Jr uit van (1~ v~rt!;,..= lijking\_:r·1 van Schalkwijk · zi'-· vo<J1·· 
dt.: b0 t~::: k,::n 1. s d 1~: r 1,) t t .. : rs 111\v 2 3 ., t>at!:i. 4 • Drtctr d~ d 1~ pt0 nu s 10 c 11 t ~:; 
wenciige der gebiecler1 G • 
., 
J ··= ·1 , • • .. , r1 , 
dan geld t 11'1 G~ J j -· 1, ..• ,n 
A )I. • ~ 
k x 1 S + 
➔ 
• 
ct i ' r S ..... 0 . 
·➔ 1 - ~ 
l S """ - W 
e 
Als randvoorwaarde langs de rand 
➔ de normale con1ponent van S daa1"t nul 
Als overgangsvoorwaarder1 langs (le 
j ,k:· .... 1, .•• ,n. 
J 
van G de kust eisen we 
is. 
b~maenschappelijke rand 
{ ) 1 J" \ L. ~ . 
·? 3) 
'-- . 
dat 
jk 
3. We r1en1en aan dat de grootr1eid D de ''Reibungstiei~e '' van Ek1nru·1 · 
niet van H afhangt. Dit is hoogstens in eerste benader1ng Juiut . 
• 
• 
' 
- 4·. - . 
·~ 0 
I • 1 c, ·c• or t· 1·n1 1 .-u l • .. ,. ,.,.,, 
de normale component 
➔ 4 
van S ls continu . 
• 
betrekkelijk vanzelfsprekend. 
We zull\ .. !n nu we<.:r pot,2r1t1alen t...~n een stroornfunctie invoeren. 
Al J .. t:r"et:;rst mc:!I11{er1 \~1e <)p ,:lat <j.c in Tltl 23 gt:.:geven d.ef'initie van (i~ 
i 
windpotentialen U en V g~en verandering behoeft, daar hierin H noch 
•rts :za:•tl 4 I : r 'lilllii!"Pl 
voorkomt. We stellcn dus wear 
l?RNI~ 
• w 'G!IW - rot k U + grad V, ,::; 4 '- .. 
Ij y ,1 \, .,,._,.:, 
O·t) gro1·1d van 
V ... V x, y 
C)prr1e rk 1r1g 2 b 1 j 
de w1ndpotent1alen zijn. 
' 
r12 t be,w ii s var1 lemr11a ; {' T\'l u ~ 
nen 'Ile £1annet1~,•n dat U 2r1 V conti.r1u \~n ee.nwaardi!?; zijn in G + 
kun-
.. 
De definit:l2 van c:ic:.: str 1Jon1f"11nctit:: .. ~ xj,y kunnen we niet zo.r1de:r-» 
, .. 
me<l::r u 1 t :"r\JJ 2 3 r~>ve rnemDn, daar .. S ir·1 h(.it 
,► 
alb2meen niet in g8heel_G 
M 1} 
continu differentiearbaar is S behoeft 
. t ..... 
lmrners bij een kromme 
n1et continu te zijn, slechts da normale component is dat. Op 
ii ), 
grand \ran (J,a f.I;egeven ranfl- er1 C)'/t.:!rf:;ane~svc)orwaar1jen voor S blijkt 
I 111111 Ii\ 
e,ct1ter dat oak in dit geval e0n in G+ l continu en ee11wac=1rdig~t:: str·oora-
" ti If l ·1> 11 r1 c · · e- rr A ~1 ·::'lt, in 1-~ •~ re J.. •\A. . # . (..;1 "-• ( 4 c.: ' \,,:;' c:: .. kan word~n, waarvoor in 1eder der gebieden 
; 
v 
' t , IL 
·1 S 
- rot 
'l 
langs f , t.l L . l moet in inwendig0 richting gedifferentieerd worden -· , 
➔ 
nr:::n1.en aan dat S continu is in i~der der afgesloten gebieden 
+ cj 
be <1oE.: 1 e r·1 
, waarbij we met continuiteit op de rand van 
continuit~it bij nadering langs_een willekeurige we~ di~ 
.,fjlfUI ' a i ·, 
heief"'~ S dus in het E1l-
c1i1;:; cont ir·11_i. aar1s lu1 t b ij de ''waar~den 11 
' 
V 0 ... 1,·····e• .... n s d ... , , ~ ,,,Cf - "'4 *" ; 0 -
tweede over;angsvoorwaarde zijn echter de normale componenten van 
<:ie tweE: ''waa rden 11 g~e l ii 1,c • 
..__.., ,,. 
5 Met differentiatie in inw8nd1ge richting 
-----------------SIIJrr:t. t ■llfpJP'itb b Sil IL It; ,:/.111i1• 
fini2erde t·unctie<p x,y. bedoelcn \tie 'he:::t 
wordt in ef.:n pl1nt van gedt?t~ir1ieerd 
j 
volgande. De vector 
door de eis dE1t 
loll C I ; ••::w s)r 
d~ =~:grad· .dr voor alle aangroeiingen dr, waarvan de richtins 
,,alt. Hierdoor is brad~ geheel bepaald, mits we aan-
tieerbarf:! krommen en geerl l~ec r .. ·pu11ten heeft. Verder is natuur~lijk 
'DP • •~.,., 
rot l< <, - k ~ grad .·.·. en 
.. ~~ _ux 
we formeel definieren als de kE:ntallen va11 grad. • 
' ' ! 
! 
in een pur1t van 
~· ➔ 
.n . . . . ~ • . . ·· :1 1 r. C' . •. ,~·,. "' .. ~ ::::. . . . . . 
• 
In appendix 1 bewijzen we namelijk de volgende 
u 1 t b re 1 d 1 .. n g 1 s van 1 : .1trna ··1 u it 11~/ 2 3 : 
in de richting van 
resp .. Gk • 
s,,te 1,1 ~-~·~-'die een 
1 I I l 
Zij Geen gebied van het hier beschouwde type. In ieder der af""E:it:?-
,, 
sloten ,r3 ·· ~ J zij L 1r.). x.,y. 
gt-::def~inieerd, we lke ve lder1 aan de volgende voorwaarden voldoen: 
' 
,,, 
V 
-
' 
,, f 
', V 
·1 
I,,,,! 
~ 1S 
is 
cor1tinu 
C<)ntinu 
in G j + r J :, 
,-1 i f f'l,E·::i. rP n· +- " e O r·11b .. ~. a. r 
'·· , . - .,,. . , v J.. ,, 'i;;:;; c1 
• ~ 
div v -·- 0 .. J ,, 
' 
1n en t~11er geldt 
.... "\ 
langs h~~t g2n1eenschappelljke deel en is de 
- k 
normalL comrpon2nt van v nul. 
. J . 
lan~s het gemeenschappel1jke deel 
11 - " 
,~le norma le c omr)onen t van 
van 
aan die 
,, fill -
en r 
k is 
Dan is er in G+ I' een op een add1t1eve constante na eenduidig be-
paald scalar-veld~ x,y met de volgende eigenschappen: 
·i O .. i ~) CO n t in U en e en v,J c1 a r( ·i i g, in G+ r .> 
en 
hie r '2:e ld t e ➔ ' 11, 
- rot k ....... v'· ..... 
. " 
~J 
mc.)et in in"'rer1'.,jie~e richting gediff'erentieerd worder1, 
in een punt 1 an r t:Seldt 'biij ,_:iif'ferentiatie ir1 cie richtj~n~~ jk • •" ), ➔ 
vj, resp. vk • r·e s t:> • G l< d at - r'o t l,t~ = 
Nemer1 \'Te 
4 ir- 1 ➔ · · · · · 
') (J' I,, 
' h ~ ~~ 
rand- er·1 ()Vf.-::r~f;a.r1f;svoo1 ... v;aar"den o<)k aar1 de anc1er"e voorwaarden van ,.·te 
stelling voldoet, dan volgt hieruit direct de bewering. 
Op dezelfOe manier als in TW 23 blijkt vervolgens dater complexe 
func t. ie s 
vari z 
G. en J . 
x+iy z i~fn 
waarvoor ir1 
ijie cor1tinu zijn in G. + 
J 
+ 
--, .. ' 
j + V • 
j 
J".· -p I""' ••: Ii 1 ., .... , n 
en analytisch 
We .· ·.·.··nen nu oak onze overgangs- en randvoorwaardet1 in de 
2.6 
., e r1 
J 
- (1 -
De eerste overs.~.;ani~~svoo1~waar,1e levert direct znet · 2. 7 : lan~:Ss 
g<.~ lei t 
en clac1r met behulp van cie twE-)ede over;gangsvoorwaarde aangetoond is 
dat we kunnen etsen dat~ ... cc>ntir1u is ir1 G+ jJJ volgt uit 2.6j 
langs J~k=1, ..• ,n geldt 
2.9 
Tenslotte vol~t uit de randvoorwaarde op dezelfde manier als in { .• , 
T~J 
langs 
,j 
.- j + U ·:.::: cor1st 
en deze constante heeft langs samenhangende delen van 
'i/188,rdt-= • 
deze 1 f"de 
Opmerking. Als 1.,1·1t meerdere, niet sament1angende delen bestaat ir1 
het geval dat G niet oak voor 
dat al het geval zijn behoeft de constante op deze delen natuurliJk 
n ie t de ze 1 fde v,Jfiar<1e aan te nr~men. 
·rn 8 f)l') on a··' i ·YI- ".) C 1:- t· t:! ... . .. "' ,_ bewijzen we dat door de overgan~s- en randvoorwaarcten 
2. 8 , ( 2. 9 . , en ~2. 1 O de 
lytisch in Gen continu in 
7 j 1, .. ,,n die ana-
n1oeten zijn eenduidig bepaal:~l 
na. Deze additieve constanten 
f"\ur1c ties 
j 
z ijr1 o 
hangen echter onderling samen: we kunnen de addi tieve co11s tante i11 
'7 
.c.., j 1 , .•. , n scl1rijven als 
u 
C + i C- - ·1 C' 2. ~11 cj l ., 
._j 
war1rin C en ·.,.: t \vi l lekeurie_~e \' reele getallen zijn. 
• 
Mot ' .~ 
-
en 2 . 'i"' ~v o 1 t~ t l1ieruit dat """1 bepaalc3 e a ( C .. l . 1- .:. ' 1~ "'J i S O ·p· d 1 .. ·1 . t .. C ,. . , .. ' .• v e. 
constante C na en ~ op de additieve constante c• na. 
De vriJe additiE:ve constante in~~· die pt1ysisch onbelant~rijk i::.1 
kunnen we bepalen cloor de eis dat ,.,. nt1l is t)IJ de '1bui ter1r .. and '' var1 
G. En de ,rrije constante in ........ kunnen we bepalen door de els date~ 
ee11 voorge sc hreven ,.,.,aarde hee 1· t ;in een 2.e lt(:: r pu1·1 t van G of"' door· d,.= 
' 
eie 
dC) = 0 
' . 
G 
- 7 -
Dit alles gelctt bij ~egeveri vaste windpotentialen. Op dezelfde 
\4 1 ,j z e a 1 s i r1 1l1~i 2 ~:, r,.) a,::; • 9 1<: ,1 r,1r"1e n we e c ti tt= r 1 a 'ten z i en , d at a J~ s \v e 
andere windpotentialen kiez~n, die hctzelfde wlndveld voorstellen, 
1ioch c1at ,:le 11 physist~he f''unctiE:s 1' .1 ( :i~ ve I'"al1<:ie rer1, 
.L. 
1~unc t, ie E:3 
.__. en~ n1.et veran 1,~1erer1. 
ftls het gebied G niet b(!grensd is 1 dan kunnen de meeste van. de 
bovensta,ande resultaten ciirect gegeneral:l.seer<1 ,t1orden. tvtet betre1-~-
kinb tot <:ie eenclt1idi~~hc::1_<j var1 1:ie <)plosaing geld,t hetzelfde voorb·:::-
l1oud als in 'r\4 23. 
3. 1rwee ge b iE:! {,1er1 rne t v·2 rs chi 11 e11de <~i. ie pt,t::r1. 
---~--- . 
Indien het gebiect G bestaat uit slechts 
G2 · clie 
stellen 
we hier enkelvoudig 
rne t rand,en ~ 1 
samenhant;iend e11 
1 + ·t2' resp. 
be') rensd zu l len ve rondc:: r-
2 
•= 11111 2 + zie 
dan luiden de rand- en ov8r-
r 
,., • I). " • 1 :::.: - u, 
" 2 . ,;") = - u, L 
!{ z 
c or1 t 111u in Gk + 
k 111•• 
Re 
1, 2 
k 
e en f'unc t iE? d ic~ 
en zodanig dat op 
- u 
Deze functies bestaan cl::1ar lJ 
vonde 11 warder, rr1e t t)e l11..1 l p var1 cle 
k 
1 
- , -~j;:, ·r 
wanneer 
• 
analytisch 1s 
l< geldt 
,,) +lJ 
"-
in G en 
. k 
cont 'inu ls en kunner1 
van Poisson-Schwarz: 
confor,m a! .. beeldt 
9 . 
op het bovenste halve vlak Im w) 
die dit g}ebied 
0 vg;l. TW 23, 
Stel 
Dan luiden voor 
\ 
de functies 
- 8 -
1,2 
1 .Y 2 , analyt isc 11 
k 
continu 1noeten zijnJ de rand- en overgangsvoorwacjll-
den 
0,; '1 • 3 0 t) 1 • 1 
r2 = 
.. 
·O, 3°9 2 
i\ -1 /\-1 3. '1 O I 2 1 ':) 1 C. 
- "3K * ~ * 
+ V + Im 
- /\ 2 3 0 ·1 1 -1 - 1 2 
We zullen dit probleem nu herleiden tot een z.g. singuliere int2-
graalvergelijking met kern van het Cauchy-typeo Deze herleiding goat 
het eenvoudigste rr1et behulp van een tweetal formules van Plemelj, 
die in de theorie van dit type integraalvergelijkingen en verwante 
-
vgl. Muskhelishvili, 3 problemen een essentiele roi spelen • 
-
Zij een continu differentieerbare kromme zonder dubbelpur1-
ten in het z-vlak. Zij z een op gedefinieerde re~le of com-
plexe functie die daar voldoet aan een z.g. Hcilder-voorwaarde: 
er zijn positieve cons ta11. ten A en ,Mw , zodan ig da t voor iede 1··.• 
tweetal en 
We beschouwen nu. de functie 
z 1 dt. 
6 
3 .. ; I ~ .. ~) 
I' 
Deze functie is analytisch en eenwaardig in het gehele z-vlak~ bc-
be halve eventueel in de eindpunten van I' 
langs-een weg die met _ geen punten ~emeen heeft. Noemen we de 
al~ in cje integratie-richting doorlopen wordt, dan geldt bij 
nadering van d.~= + ~ J. iJcie tot z 0 
+ cle f 1 • 1 i'VYI 
7, 
., ➔ ·-' 
0 
z 1. --2 
en bij nadering van de - zijde 
-
.z 
0 
___ ,... __ ...., ____________ _ 
z '. a. t:,., 
Z = 1 .. ,... - -2 
-0 
• 
z 
0 
1 
2-;ri 
-z 0 
t 
-!t-t-z 
r o 
dt 
6 moet zijn. Ongekeerd 
voldoet z aan de voorwaarde 3o12 met fa= 1. De meeste f 1f:.~:,::·\·J.)-
ne 1• functies voldoen dus aan de Holder-voorwaarde • 
' Plemelj moeten de.integralen 
-------------
als hoof~dwaarc1er1 1 n de zin van Cauchy. Een 
opgeva t worden 
andere schritjf'-
wljze v0or deze formules is 
z 
0 
r 
-z 0 
D .it" · t ~ "' + ("°"",\ - d . . l d . e rune ·1es ~L · z en~~ z · voldoen weer aan e Ho er-voor-o () 
waarc:le. Voc)r eer1 tlitvoer1tse behan,jelinfs er, bewijzen van het boven-
staande verwijzen we naar Muskhelishv111, 3 • 
Inci. iE:n <~le vJaarden van • c~n 1 
konden we, Gebruik makend van 
l1ee 1 bepa :Len. 
7.1 1 la· \'1' 1 S ,,..,., ,J nu -'- ,J. t, 12 
1 -·-
2 
3 .. 8 
2 
larlga 
t2n 3.9 , --· 1 z en ge-
-'J , -~ l f f ✓- • ; ~---
•• 
waarin z eer1 r1of5 onbeicer1cle r"&eele functie is die we onderwerpen 
de bijvoorwaarde dat z nul is in de eindpunten van 
• --- 1 2 C()ntintl rnoet zll.1r1 op , resp. r 
' C: 
. We kunnen 
• • en c"'it.1s sr)ec iaal de waarden van -1 en 
. C. 
reeds aan 3 • 1 lJ 
voldaan is, blijft dan 3.11 ter bepaling van de functie 
Vo~lgens de formule van Poisson-Schwa,rz vo·lgt uit .3.8, 3.9 .::r1 
• • de waarder1 van 1 1esp. ', 3.18 op + 
resp. dar1k z ilj de bijvoorwaarden voor z . in cle e inc:l -
punter1 var1 
1 
t I") f\ £_ 
:-.: - --,,. r 
wanneer 12 :~':) (ioc),r1.(~)1)31WC)rd t da t 
zijn vrije re~le constanten 
beeldingsfuncties. 
Eisen we verder nog clat · z 
n f 
I 1 
-
op 
t 
z 1 
· t dt + 1 
3. 19 
t d t + 1 c,? 
"-
51 D\ 
' 
~~i.jn de reeds vermelde 
voldoet, dan volgt door directe generalisatie uit 
resp. 3.15·. van Plemelj tiat voor een punt z0 van 
de formules 3. ~, 4 j 
... g,eldt 12 
-
• 
Daa.1• op 
~ 
1 z = -0 . 
i\ 1 
- 1 () -
- ·1,~" ··1 · 
- "":2 \ z ' 
·. 0 
·: t d t + 1 c.,..,, • 
. l.::. 
1 
r 
f' t 1 
-
k = 1 ,2 1~eeel z1jn . flk · z. 
reele a.s , volgt 1·11eru1t dat OJ) 
,,,,. 
t:.. 1 o 
I 
f2 t 
t dt + c 2 , --.,.- --
-l. 2 z 0 
waarin de integralen natuurlijk weer als hoofdwaarden zijn bedoeld, 
Vullen we nu 3.18, 3.20 en 3.21 in in 3.11 dan krijgen we 
ter bepaline::~ van z de v<)lgende ir1tegraalve1,geli,jk1ng, geldig voor 
zo op 12 
i\2- l1 zo -
waarin C .... 
De kern 
Door ontwikkeling 
waarin k z ,t begrensd 
0 
singulier in het punt t 
1 
Tr 
r, 2 
- ,;\ . 
·1 
1 
i 
2 1~ I 
1 
-
z + 
0 
t 
1 
+ z 
0 
i\ - A 2 1 
i\ 2 
'2 
2 
t 
t f,:;, 
'-
- 2 ·Z 0 
direct, dat kunnen schrijven 
is voor al le 
• 
:.:. z e r1 vJt:::: 1 
0 
ten z0 op 12 • K z0 ,t 7 van het Cauchy-type. 
t dt 
{3.22 
· ·,z. 2 3· 
_. .. ) . 
l." !'~ <~ 1 l · ' .... ...) .• , .... 
We zullen de theorie en de oi)lossingsn1ethoden, <lie door Mus1{helish-
v111., 3 uitvoerig b~handeli warden, hicr niet bespreken. Slechts 
merken we op dat door-- de gestelde nevenvoorwaarde dat t.p z nLtl is 
in de e indpur: ·~,en van 
slechts voor een waarde C ,1ar·1 C heef't de vergelijking 3.22 efJn 
0 
oplossing die aan deze nevenvoorwaarde voldoet en welke inderdaad 
ook aan de Hblder-voorwaarde blijkt te voldoen . Hierdoor zijn dan 
volgt c1ar1 
en neer op de 
--- ---------
7 ',,. l' n,, .h· . . , . ..:11. t·· , p· ·un. · · t van· r + r I k - ,., ,:, ' , ~ "") +· 1 ·1 ' , ;!'~, .... ~ dt.~ fl t')bee lt'! in i,?' \"s: -~ -r, 1 ' · ,i;;;,.; . . l 1k' 12 1!S ~ >,,,{, .. "~ - .., ,. {,,,.":) -i j 
, , . ( . \ M ,/ 11' 
• n 
k ,. .. , On t:? i. r.,. ( ' · 1 ', r ~ Jl' • 
..., daarvan in 
de funoti"e K z , t geen last. 
' 0' -
onbeoaaldhe1d die we reeds 
"' 
f' "U 1;·" f\ t· -, i -!-"" S-
-· ,1 .i ~ , C,., 
- 11 -
1 ') n ,_. cor1s ta.tee rden 
3. 1 en (3.2 
het reele deal Vcl!l 
wel eenduidig vast • 
gel1jkin£; is echter alleen eenvoudig op te schrijven, "\I . ' ind ie n c1e :.11 -
z ,-:::;:, n• 
- . 
t~ 2 ;;:.:: 
d·le C)ns t1f:t met:~st ir~\;eress(::r'en, rechthoE~kig var1 vorm zijn, waarbij 
elliptische functies als afbeeldingsfuncties behoren, zal de oplos-
sing van de i11 tegraalvergelijking 3.22 in deze gevallen slechts 
langs nt1mer,;ir::ke \ieg r11<·:)gelijk ;,;:ijn .. We gaa11 ,jaa.r hier niet verde:r' 01) 
in. 
Het 
kan op vrijwel analc)ge wi,Jze behandeld warden. Slechta moet reke-
n ing ge hot1cl1:::n \Y<J rd2r1 rr1e t r1e t f"e it. dci t d.e c ()rnp lexe poter1 t iaa 1 voc,:r'l 
een onbegrensd gebied slechts dan geheel bepaald is, wanneer het 
V ,r 1 TW- -::, 3 pa.-·,- 11 J'lj e::;.,..... ,:;_ > 011 .. 
4. Twee gebieden met sterk verschillende diepte. 
Iteratie-methode. 
We beschouwen nog eens het geval dat G bestaat uit slecl1ts tv1e8 
deelgebieden met ~erschillende diepte. Hiervoor gelden de rand- en 
ove rgangs voorwaar··den 3. 1 
f'l 1 i "1 'll d ' ·' 
I..,.) ""' ;. - • 
Eliminerer1 
i\ ' 2 
<i :i.e pt- r, in t1e t: groat ten opzichte van diE: ir1 
0 "f'\ t· _,,,f neer dc1t 
/\ 1 
"2 
4 . ·1 
overganesvoorwaarden 3.-:.S · en ~ ., 3.4 nu als vol:~t: 
~--
+ u '::> +lJ, 
.._ 
cpA -f~ u - A 0 _., 
"'- '--
+V. 
1 + U uit de tweede vergelijking en stellen we 
- 1 -"!" .. 
dan kun.nen we de rand- en overgangsvoor,.i1Jaardet1 ool{ als \.1 0 lgt forr11t1-
leren 
..... .. u 
+ u 2 
- 12 -
r f') • = lJ • 2 - - -c:.,_ 
f • ). • i\,,,') lJ + • ,;j I-2 2 - I') 
..,_ 
-i • ..-, C: --~ 
' 
{_ C 
. ,r- ,' #"".) ,,,_ i w rna v e • - t: ... St-~ 1 -1- e- n •~ -t: .J._ . .,, -
1 z 
() 
1 
1 
( 1 
""JI + l z )-r-,i.;1 2 
en substitueren deze uitdrul<kin~en in 
·-""~ ~ 
de co~fficicinten van de verschillende 
vo lger1cle rar1d "vrc)Or'waarclen: 
er1 voor k 2 
n 
0 
1 
1 
2 
1 
1 ,, 
\{ 
..i 1 
k 
2 
z 
z 
• 
z 
·1 
z 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
0 
'1 
' i 
f. T C - ¾ \.,ii,Y 
0 • 
- /\0 2 
1 
·1 
l 
le 
1 
l{ 
·1 
= 
-
-
() 
\..! 
4412 Wf 
--
- k - ---- 0-
,1., , 
2 
2 
C. 
2 
1') 
C. 
• ( V + '\Ir \j - 1 
z + ..• , 
I') ,..,. 
- } t t.:.. {"_ .-y 4-
"'·· 
I''\ • • • .. C. 
lt.3 t m 4.6 
.,. 
rn.fi c r1 ten ·v <ln t. 
. ( l 1. • ? • 
_ _,,I"" 
l+ • t) 
approxi-
I 
• Eisen we d<":1 t 
alle nt1l ziJn, 
er1 k (k ... 0,1,, ... cle 
() 
0 ..... - u + 2 
+ u 
- -
lc-1 
' •·111 ⇒ -
t 
~ V 2 
+ V 
• 
k-1 
1 
4.8a 
ll. ,-l'l \ 1 • J ,( 
_, ,I 
l -I I t . < (' 
_.,t._J_., 
- l ·; -,, 
lcur111 . ;:!' n \is/ e d ·1 re c t 
we laten zien dat 
n 4 °· bepalen . .61··1 
I 
in de \J•:J lci:!n\ie pare~· "t'••aa.1.· zu l ler1 ui t <je voorwaar":::1.~ r·i. 
.. n 
is • Z 1 j n (ie Zt~ 1·u11c ti~ s be i<et1ci, c:lctn k::.:1n Int:: t te b ,:.·pal,;:,•r1 '"· _,. ' . \.,.,,,, .... 
· 4 .8b ar1 rn.::' t 1:: bepaal,~1 wordan de (:loor 
la11gs 
' 
(4.8b 
eindpunten van Ii 9 ··12,,i ,. ·. l . , .··_. . .i,t.,·.·a O . C:: 
eI1Z. 
Essentioel is, dat op deze wijze het oorspronkelijke probleem~ 
waar we te maken hadden met twee, in verech1llende gebieden sede-
f' in iee 1~cie i'unc t 1e s,, waa rvoo1~.~~!:~(:~·t- .. ~n,, ,. C?,V-~,r~~r~.~~.Y9,,?~~-~:rd,~~. ge gever1 
1l•Ja1~en, g;~reduceerd l1ebb<~n tot et:=:n aantal problemen., waarin steeds 
,, 
• • 
' ' ' ' ,' ' -~ ' 
,. , J 
slt:!Chts eer1 onbek2ncje funct1~1 voorkomt, voor \ielke uitsluitend ranct-
~· 
De CQ~yerg~~~!~ van het hier geschetste iteratie-procede zullen 
we hier niet onderzoeken. In het algemeen zal deze wel verzekerd 
z i ;jn • 
. We beschouwen nu nog het geval dat l 
interpretatie van de randvoorwaar<ien voor 
i 
zee r kle in is dus <jat 
vragen 
. 0 z 
1 
speciaal naar~ 
0 
en ... 2 z • 
i\ 0 ~~/\ , zociat 
c.. c:. 
we in goede benadering V<Jor 4.8a 
4 Qa·. 
•. ✓ kunnen 
0 
1 
' z .. 
G·) 
• 
• 
• 
• 
0 
- 0 ~ 1 J - - l ') 
• (.iL' 
In 
en 
4 8 ", ! ' • ... .... 1. 
o) c:. C. 4 • 9c1 Jl ; ?' • 2 "'-' - 0 0 
r12 + 
'T' .. 
;\~ + \1 ~·-0 • lJ • 2 - 2 
..,_ 
c:. 
Hierui t \1C)1Est: 
voor de stromir1g in het 
zich in nulde benadering als een kust; de stroming in het 
ondiepe 
nulde ber.1.adering r1et wir1deffect _ nul is vgl. formule 2 .8 . 
Deze retJultaten zijn ook pr1ysisch zee1, begrijpelijk. Voor het eer·~;tc 
behoeft dat geen betoog, het tweede zien we in ala we bedenken dat 
gez ian vanui t het ondiepe gedee lte het diepe gedee 1 te z ic h gedraa:-.,·c 
als een reservoir met zeer grote 
kan stromen, zonder dat daarvoor 
capaciteit, waar water in en uit 
een noen1enswaardig verha11g nodi::, 
<.....,,l 
8 Deze voorwaard~n ontstaan ook uit 4.3 t m 4.6 als we daar1n 
,. 
zonder meer ,. . IP" SJ:! . I • ~· · ,,, en f 
- ·14 -
Oomerkin~z~. 
Kfit Fil 61; z. Jrtlit j(J~t 
We l<unnen ook 1terat1e-scrierna •s opst.eller1 i11e direct gebaaeerci 
zi,jn o·r) de bo,1er1staancje physisct1e overweging;en. Voor een eerate b:%:~-
-I 
,,,,.,,,.,~ 
,,, 
"""', 
. C 
kt1nnen we de 
langs en hiermee bepalen we nu een eerste benadering 
.n.. 2 _ z •· voor n 2 z. ,~loor t,e ei.ser1 dat cle 
waaiing lar1gs de kust gelijk is aan die 
behoort een stroomfunct1e 
gee ft hoeveel ,1-1ater door het grensvlak stroomt .. Hierrr1ee kunnen we 
een betere benadering vo<Jr n°'I z vinden: cioor aan te nemer1 dat langs4 
i 
01~ ui t stroomt in eerste 
instantie hadden we deze in- en uitstroming verwaarloosd. Enz. 
e de randvoorwaarden er 
dus als volgt uit vgl. de formules 2.6 en 2.7 voor M en 
.. 
N 
1 
N 
2 
"'ll' £I • • 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
N 
u -1 
"--1 N 
"1 1 
N 2 ... - u 
N 
2 
+ u == 
resp. --
- N 
2 
-1 
0 
N-1 ' 
+u 2 
voor N Sllllli!! 0 WI! II 
N +U-l · 1 1 
. N 1 +'V • 
Dat ct_1t. schema \,::f~•l li'"ikt op het hier~boven behandelde, zien we 
al s tfJe z - ..... _ z - k \ .. ·:: 1 , 2 · te verge 1 i j -
randvc)orwaarden: 
( n.. 1'1 c) 1 
I 
N 
- 2 
2 
~n-~ het vorige . Hiervoor gelden de 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
J q> 
J 
r~ 
1 
N 
1 
N 
2 
~ .. 1>;.oili. 0 
0 
E.. N-1 
'.) 
"-
- 1'1 
= J 2 
N-1 
2 
• 
N 
- 1\ 1 1 
M ·'.'::), ·t u 1 t p "' o r·1 c·~ e·· r t n ,; '- <... . . - • .i:." .l . . l. . i t:;,. van .~:le laatste vc)o1~waar<je. 11.jkt dit veel C)p cie V<)C)t· 
\/1,Ia.a:r~cte 14-. 8c - en 
. J4. ~;Jc - . De laa ts tt: vc:)orwa.arde is echter 1ets onvoor 
ir1 ·_ 1+ .9c , daar ook N-1 hie :r~ i .. r1 
In 1t1 4.6 
t .. ~ - ~ , _f"\~l"' ~-l,!l. V. 1 r .. ·1•·iet· rnper~· ·vooz~1,-)'.~~ 
5. Zee, ~renzend aan een andere zee met veel ~roter die 
bestaat uit delen 
en f?!'en ande re zee rr1 : t zee r, 
grotere diepte. Hier geldt 
409d bij l2nadering de 
V(Jorwaarde 
+ U - A +V ""* 0 ""'' . , , 
en 1 -
veel 
5. 1 
2 :z14.1 een kust., waar als ranci.-
vt1orwaarde geld t 
--
waarvan de 
1 tusser1 G 
r 1 
f'ir; .. • .• 5 .1 
"'-)' 
-
+ u ·- c, . 
Hier·lr1 ~~ijn weer en reeel er~1 imaginair" deel van de complexe 
potentiaa.l .n.. z <:i1e ir1 G analytiscr1 en in G+ continu moet zij11. 
We kunnen het probleem iets algemener stellen: 
• gevraagd ziij de functie F z die analytisch ·1s 1r1 G en contin1.1 C)}) 
G+ · , en voldoet aan de volgende randvoorwaarden 
t,~,..,.,.; 
.. langs Re F z . - ~ Irn 
lar1gs Re 
* F . '7. •.. - SI ... , ~ . z 
t 
c; ··, \. 
_,, .. _✓; 
r·- ,, \ 
... ,, t.. . 
'..) • t ' 
r 
, resp. J,. 9 gede1,,,1nieerde continue 1 (... 
reele functies zijn, die a,~:i.n de 111 3. genoem(ie riolder-voorwaarcl:2 
pos1t1eve constante is. 
-
Het is duidelijk dat de bepaling van de functies k n 2 z 
k = 0,1, .•• ~ ook ender deze probleemstelling valt afgezien van 
Hblder-voorwaarde; we kunnen echter aantonen dat hieraan bij de pr~2 
blemen uit 4. steeds voldaan 1s . 
·11> 
Het is prettig hoewel niet noodzaKelijl< om te beginnen met de 
t 
Poisson-Schwarz of op ande1~e wi~ize., die analytisch is in G en cr)11-
tinu op G+ - en waarvoor langs geldt 
t;;... 
Re 
---------
en 
voldoen due zeker aA11 r·iP. H:older-voorwaa1~e. 
' 
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• 
z nog ~eenszins eenduid1g 
,,astfst~legcl - we ku11r·1tJr1 bv. ht~t reel€: det:;l van . z · oak langs 
,,o-;·rschr~1~·ve~r~·· Vo•or• ~0 1·~·L1r1ct~~ F· ~ ·F•'z· · A 
" · . {, .. 1,,,,,. .. • . J · l • . ..., 1,_.t ~ . t. · . J.. t, .t . , = . . \ . - .I \. . Z 
gt:: 1 d. e 11. 
~~# dan d ,(;) V () l g• . ,e'.::. n i-1 ~ ,. r c··,. t'-) r l, 1 Ci a· yv•~ e-~ ·n • \,.- \..., , \,,.... "•" 'ii! .) \~. . V • t~ .1 \....J. . . • 
() 
1 • is analytiscr1 ir1 {} en cor1tint.1 1 .. n G+f , 
t') () 
L • langs 
lan ,rs ... ('.) 
6ec1ef1~nleerd is door 
10 
• 
5.8 
5. ~) 
Men i<an ·bewijz,en dat. cie f't1nct1e z zo gekozen kan word.en, dat 
z weer aan de lf~lder-voorwaarde voldoet. 
We beginnen nu met het geval dat het gebied G het halve vlak 
:-, 
Irn ·z > 0 is en da t · · · · r p. · 
-1 lz «C.1 en het overige deel 2 
de re~le as is. Daar11a zullen 
we door conforme afbeelding 
het ()robleem voor een wille-
• 
keur il.1: ge b ie<~l hie rc)p he I._ lr: 1-
den. Als extra eis bij het 
halve vlak een niet-begrensd 
gebied stellen we dat F z 
' 
tot een cor1st.r:1nte nader,t~. als ·z ➔ oo binnen 
f 1 ")'" 5 2 b • • w 
,"'t u .• 
De te bet)ale11 f'unctie F z is gecie1"inieerd en analytiscr1 ir1 t1et 
bovenste halve v.lak. We kunnen echter F z analytisch voortzetten 
' ,,. in het onderste halve vlak door de definitie: in z=x+iy met y < 0 is 
A JMl'iloi , IOI 1 1 , ... -
-
-F rt, L .... -Re F x.- 11 + 1 Im F x,-iy· , .. , 
rnet. de streep is w,:.:er de compli;X fseCC)njugeerde i1an een getal be-
<.i<)eld . Het blijkt cli1"'ect d.at dE.~ aldus ge(~iefinieerde functie B., z 
ook in het onderste halve vlak analytisch is bv. uit de differen-
tiaalvergeli,jkingen van Cat1chy-Riem,tnn . Verder v,:,lgt uit · 5.10 
dat op de refle as geldt de bovenzi.jde noemen we de+ zijde 
-F X = + - F x · , er1 dus 
+ F -x - F x ~ . .\ 2 Re +· F X 5 ' ' ' ' ., l ' .. t 
Ji!+ 
... 
-X + F 2 i Im 5 . ' ' ) \ l ,-Q i , .. ~ 
., 
Uit 5.11 · en 5.9 volgt dan dat F z continu is ala we het deel 
' 
2 van de reele as pas~eren. Volgens een welbekende stelling \·c;l:;i .. , 
Als in 5.3, ~.sp. 
we voorA eieen dat 
· z v:~den we dan 
5 '"4 ·. 1 
- -
u 
ImA 
_ .. ,, u· + 
""M'' __. 
langs 
+ V. 
v, 
+ 1 
= - U, dan kunn21·1 
voor de fur1c t j.(~ 
- 17 -
• 
daaruit dat de door 5.10 tr1 t1ut c)r·1der·stt: halve vlak gedet·1n1.ee,rclf:: 
functie een eenwaardi~:;z~ analytiscrte voor~tzc:ttir1g is van de functi<:.? 
F z uit het bovenste halve vlak. 
Aan de bovenziJde van het deel 
waarui t met 5 .1 wl en 5. ·12. VOlf_?:t 
1 +1\ 1-1 I\ fx \ 
re~le as geldt · 5.8, 
geldt 
• 
Hier 1s dus F z in het algemeen niet continu. 
Vc)c)r de aldus uit[t;ebreicie functie F(z hf::bben we dus de volger1l.t.: ... 
eisen 
10. 
() 
2 • 
3() • 
is analytisch in het gehele, langs 
afsluiting van d1t gebied, vlak en continu in de 
La. n ,,-q C') ,_. 5. 13 , 
F z nadert tot een constante als z -~ co . 
We zullen de functie F z , cjie hieraan voldoet bepalen met behl1.J.p 
van een l{unstgreep · voor een uitvoerige 11af~leidi.ng 11 van deze kunst-
greep zie men Muskhellshv111, 3 , Ch.10 . 
-
Zij bepaalcl <~ioor 
C t g' ~ . _., °A (J" ... •. , i- 1 ;) • ! I 
Dan kunnen we voor 5. "J 3 schr1(.1ven na vermenigvuldiging met 
-sin ;r 
-F · X ..... , -2 c 08 7 X ·. 
• 
Bc:schouw nu de functie G z .... , .. 
waarin de meerwaardige factoren bepaald zijn door de .eis dat 
l J l l 
-~+l"' -~- Y --2-··+Y ln z+1 - -:'"+ ln z-1 z + 1 e. 0 z - 1 ,t! tJ .. ,.. e o ' · , 
waarin voor de logari tl1rnen de 1·1oofd1~aarden ger1omen 11Jorden imag ir1f..1 i. 1:: 
-
dee 1 tussen - ,r· en + "it• 
• 
Lan gs cle ree le 
voor x > 1 
voor -1 , x < *1 
-G 
voor x <.. -1 
• 
-G 
as gelcjt df1n 
1 · 1 
~- x = x+1 -~+( x-1 -~-rF x, 
-ri 
e 
__ L_ + V 
2 a 
_.!-+ y 
'1 +x 2 0 1-x 
x · ·· e . e ' · · - 1 - x 
. l 
-,, 
-ri -~, . . · 2 · e lk. -· e · 
-1-x 
U1t /5.15 · en . 5.17 volgt dat op 
--1-+, ' COS ·T ( . 1 +x ~ . 1 -X 
X , 
X -
-· 
, 
-½-l X· 
• 
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G z vc•ldoet dua aan de volgende e1sen: 
in het gehele lansa 
gesneden vlak en continu in de afslu1t1ng van dit gebied, 
behoudene de pur1ten z = + 1, waar G z in het algemeen niet 
begrensd zal zijn. 
0 2 . langs 5.18. 
0 3. G z gedraagt zich 1n het 
1 
COS7rj' 
... ·-1rr ...... 
( 1 +t 
-z 
5 .19) 
-1 
voldoet aan al deze eisen op grond var·1 een kleine uitbreiding var1 hr~t 
in het begin van 3 .. besprokE?ne en de f'ormt1le 3,. 1b .· van Plemelj ·. de 
integrand van 5.19 1s niet begrenad int - + 1, de exponenten van 
t I :;:0111f 
1+t, resp. 1-t zijn echter grater dan -1, zodat d~ integraal wel 
convergeert voor z + 1 , de resultatt,:-n u:it 3 .. bl1Jven dan gelcJ.i<'.:> • 
Voor de functie F z vinden we dus met 5.16 
•+f 1 
Ill Ill 
• ,r 
1 ., ,1 1 +t . -1v 1 - t -h1+1 
-z 
t dt , 
-1 5.20 
wa.armee de op loss ing van he t op pag. 16 geformuleerde probleem voc)r 1:1" ... 
geval dat Geen half vlak is gevonden is. 
qpm~.r.~~!:1,~. Men ka11 bewij zen zie Muskhel1shvil1, 3, Ch.4 dat in 
.. 
dG omgeving van z=1 geldt F z - -1 • • 1 + :B, ·z , waa.rin F z tot 1,1: _ 
nadert als z tot 1 nadert. F z is hier dus inderdaad begrensd er1. 
continu, en de lin"tietwaarde is ·in overeenstemming met hetgeen uit 
5.8 en 5.9 volgt. Iets dergelijks geldt in de omgeving va.n z=-1. 
We beschot•~;,1en nu het algemene ge•val van een willekeurig gebied G. 
Zij w = f z. de f\mctie die het geb1ed G conform afbeeldt op l1et 
halve vlak Im w > O, zodanig dat het deel 
beeld wordt op het deel -1 ,+·1 van de reele as van het w-vlak 
· dat we overige deel van de reele as van t1et 
noemen we 
Z1j op - functie 
= tp z • 
Dan voldoet de funatie 
cos rr .·· · 
w :J;edef in1eerd door 
1 
1 
' 
1-s. - ·-er 
#;tllllil 
1r s-w . 
-1 
- ·19 -
volgens het bovenstaande aan -·i £"~ I {""-'.:I 
-
.. F W ' > is analytisch vcJor Im w >Oen continu voor Im w ~ O, 
w 
Beschouwen we nu de functie 
• F z :7 J. F1 . f z , . 5 .23 
dan is duidelijk dat dit de gezochte functie is, die aan de eisen 
van pa.g. 16 vo l(joe t . 
Irr,n·1ers., door d8 in G ar·,1alytiscr1c: 1~unctie w of~ z wordt het ge-
-, 
t)it:.::cl G af:];ebeeld op het gebied Im w > O en de 
~'"\ - -* is dus analytisch 
in G+ f dar1k zij het feit dat F w nadert tot een constante als 
·1· .... .. u ook continu in het punt van 
af f:,e bee lcl . 
Verder 1s duiciel .. jk aar1· 
var1 
Re F1 
dus ook aan 
z - "\ Im F 0 fl, 
w () .. , f 
~ --,_ . lllr 1<14 " -,;w o·· ... .,,. R· e .. 
5.8 voldaan. 
vc» ldaan, 
z 0 
'F* 
van 
w -0 
terwijl voor een 
i\ Im 
WOI"(l t 
PLlnt Z () 
5. 22 e11 · 5. 23 1 s cle O'{) loss 1ng var1 he t op i)ag. 1 '"·) 
gestelde probleem dus geheel bepaald. 
Het is mogelijk om in de integraal in 
tueren. De integratie loopt dan langs 
positieve. richting en we vinden met 
F z ,,.. i C () s 7r 
1 
• 
-½+ > 
., 
_.}~ - r 2 . 
Het i]~et)ruil{ van deze 1 ...ormule 1s echter 
r.: 21 :) • ' !I en 
5 22 ' .r"• C: f t . . _, te substl-
in de bij 
en ·. 5.23 
G behorer~1cje 
niet altijd voordelige1·1 
5.23 omdat de integrand dan deit var1 de f'onrules 
mees:.al ir1gewikkelder is dan die 
5.22 
van 5 t:)2· . '- ... 
aangetoond warden dat de functie F z uit· 5.24 voldoet aan de 
gestelde eisen f z) is reeel op + 1 
•• 
op 
:- 2C> -
f""" 
t.J. I1e~c1·1thoek:1,.~:e zee, ,:renzer1c1 fian een veel ciie)ere oceaan· horr1,~J~'er,~r1 
winr3vt:~ld. 
als m<)del ~vO()r·· dE?; Jitlanti!=1cl1E: C)cE:aa11 n1t::t de I'1oor1dzee 
-VT i.,· I !,, l. r '"t, • 
_,,, 10 . Ve rci(:: r 
1 ,I ., ' ' 
nemen we aan dat het 
windveld homogeen is _,,,,,, ... __ _._.,,_,,_._,..,,"' __ ._,,,i ,., ,_,__ ... ...,.,.~--411J,,1,----.. ~'-,.,.."'""- .. _,.,,... ..... "."r-'"~-· .. ,,..,~, ..-,,,-~ ,,._,.... ' X. A . f /.f /:,.//, 
' 
en voorgesteld wordt 
(1<)0r 
{J 
\va,1 ri .. n 
irw 0 ·::r, 
C ..,., ' 
Vf:sl" TW 23 4 .2 
A 1 E·r1 
4.3 
' # 
A2 r_)p (lt:! in 
wijze met de componenten 
van het windveld samen-
hangen. Tenslotte stellen we de 
11/',' 
' ' ' .) ! 
' I 
' I 
' 2 
' ' l _,,, 
r: is dcl t voor 6eldt 
• 
Deze eis is nodig om het probleem ~enduidig oplosbaar te maken (v ,i. 
wat1 J · of de <:i iepte nul zou r1e bbe11 , de op loss ing zou z1jn 
in '~l 23; 7., r1ebber1 ive aanr.~:ietoond dat dit de n1eest plausibele Of)-
loss ing is voor het geval van een half vlak met homogeen windveld . 
,..,, 
6 ') • C. z :;t nu dat voor grote z 
worden> ook als de zee 
de ze ''onge s toorde toes tand '' 
wel aanwezig is vgl. ook de 
We 
We 
zu 11-~n cl it f)1~0 b leen1 be 1,1ande len met dEJ in 4. t1.ar1gegevE:n r11e t hz),i,,:: w 
/\ , _ A 
stellen we 2 
' 0) .. , + C _. 1 I;.; c:... I- 1 1 
~1 
2 
2 
z + L 2 1 
2 
·I') 
.::: 
hebben we de randvoor,-.,aarden ·4.8a : 
0 
1 
z + •.. , 
benev·ens de voorwaarde 
Hieruit volgt direct 
6- '.:') • C. die het gedrag in het oneindige be}::.)a,alt. 
Voor 0 2 
0 ' ' ' r, '"'""' i 
~1 Li ..... z • 
hebben ,~e de randvoorwaarden 4.9a ·: 
0 
2 0 
' lang,s 
6 -::: 
• ,I 
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0 
2 langs 
En voor 
kunnen 
1 hebben we de rantjvoorwaarde 2 
schrijven als 
1 
2 O langs 
1 
2 
2' 
waarui t vo ·1gt 1 2 O. We zien dus dat 
0 z ... .a 
2 
waaruit volgt dat, als 
0 
z 
2 
2 
klein is, 
een zeer goede benadering is. 
z + ••. , 
4.9b, die we met 
o langs .. 12 , 
6.5 
6.3 
,,,. . 
o.6 
Schrijven we ter afkorting 
dan is dus te bepalen de functie 
0 l 
z en 
z, analytisch in 
in G2 + voldoet aan de volgende randvoorwaarden 
langs 0 I ~ 
-
o.7 
• 
lan!6s A • r.,. X 1' V x.,o 
Dit probleem • lS van het in 5. behandelde type. 
Voor de oplossing moeten we eerst de functie 
as van het w-vlak. Aan deze eisen voldoet 
w = f z bepalen 
vlak Im w > o, zo-
-1,1 van de reele 
w 6.8 
waarin de functie sn u,k de elliptische sinus amplitudinis van 
' 
Jacobi met de modulus ken K k de volledige elliptische integraal 
van de eerste soort met modulus k is; k meet bepaald worden uit 
a, 
waarin, zoals gebruikelijk, k 1 
De correspondentie tussen de verschillende bijzondere punten uit 
' 
z- en w-vlak is in de figuren 6 .1 en 6 .2 aangegeven·. In het 
volgende zullen we ~teeds 
de modulus van de ellip-
tische functi~s en inte-
gralen weglaten, en dus 
schrijven w ., .. sn K z, 
K 
r a, etc. 
• 
-i 1 
fig, 6.2 w-vlak 
,; C 
, 
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Met de in 5. afi:~:,e le 1de f'ormu·1e 
te f"unctie Sl z bt::palt:r1: · 
ku1men we direct de gezoct1-
' 
Z = -i 0()611 
1 
1 
. -
- ·1 
111aarin bepaald is door ctg 1r · ,,, /\, 0 < ( ·½ en f z de afbeel-
di11gt31~'unctie 6.8 is ·het minteken or1tstaat doordat in .5.24 de 
1ntegrat1e moet geschieden 1.n de b1J G~ behorende positieve rich-
c.: 
ting. 
W~= zullen 011s nu bepe.1~l<er1 t.<:)t het geval a. ~,,.; 4 vgl. N 23, 10 •• 
Uit 6.9 vol~t dan dat k zeer klein rnoet zijn. Voor kleine k geldt 
K k 1r 1 1 2 + k + •.• ~ 1f J 
K kt ln 4 + 1 k2 ln 4 "'4 + .... 7111! K ~ l< -, 1t 
In eerste benadering volgt hier met 6.9 • voor a• 4 ult 
4 
ln le , .. 2 T ., clus k. -- 4 -21r . -2 e ~ 0, 747. 1 O 
en dit antwc,ord blijft in z 1 r1 eerste drie cijfers 
aanmerking neer men n1eer termen ui t dE? reeksen in 
K' Nu geld t ,,oor 
()Q 1 
h:::0 1-q 
sn sin · 2n+1 7r ~ z, 
q .... - e 
• 
•• 
onveranderd, 
neemt. 
lt-1an-
waarin 
Op grond 
nadering 
van 
geldt q 2 
volgt hieruit dat voor r~ele t in zeer goede b 12-
-
sn Kt~ 
• 
' 
- sir1 Tit ~ • 
Een verdere vereenvoudiging krijgen we, wan11eer we de functie 
z slechts willer1 kennen· in de omgeving van de ''zu1dkust'' var·1 cie 
• 
zee de lijn CDE. Stellen we 
Z ..... - 4 i + X , 
dan geldt 
f' . z ,,,~ -- sn K -41+x = - sn . K X - iK I == -
' 
Ala z op 
1 1 
X 
le • • 
de lijn 
r··.·z,·•t~ 
CDE ligt dan geldt dus 
• 
,f ~ • 
, ' #""' 3 
... i:: .... 
en ook in een omgeving van de zuidkt1st 
If z l nog zeer groot. 
18 
We malcen dus slechts rc·t·l~ td~nna~r· l&I~ in 
"'· , i,.. ., , "' a • 'Iii.,;, t.,,, " ,.;,, . 
✓'' 0.10 · 
naar oneindig laten 1:""'aan ,.'.:.) . 
z ~ i cos 1r 
1 ' "j 
-1 
1 
ru -
1 ~ cos Tr- 1 - tJ 1r1. 
-1 
waaruit we na enige herleiding vinden 
1-f(t 
I ~ 1 + s 111 t ~ 
in, dan vinden we 
rr 
i ·1 ,. ~ I"\ ,,· - - t: 
'2" cos1r.. tg 1f t. · ,.V· -1+t,o .+· tf~ ~ 2J' zr t · V 
Met V t, o 
kust geldt 
0 
vinden Tll-le dus ,Jat in de omge'ving; van de Zuid-
~ - i A 1 
.. . ) t·•·\ ·1 . 
.....; • l . 
· ,.. ~· C O S 7r 
0 
t') 
1't t - l.:. 
1f - tg · ·1-t dt . 
en 6 .1 
en vo lgens TW 2;} 4,. 3 san1e11t1angen met cie cc,mponentei·1 
w1 en w2 van het ~rindve lc-:l, \·J 
D 
· tiaar 
• -· IY 
x,y 1 r· __ __.,, .. X + 1 
' 2 y ,,.., 
' ,:)· 1 ,-
\. • i :J 
f 
op de boven 
1. 
- il ' . 2 2 1 
beschr~ve11 wijze bepaald is door de groot-
is de diepte van de zee. 
1-Jatuurlijk . ,,-geld t b. 15 alleen in de omgeving van de Zuidkust. 
Door de Rekenafdeli11g van het Mathematiscr-1 Centrum is de .ft1nct:i.t:: 
voor enkele waarden van bere1{end. Gevonde11 wer~d 
(), 5 ~ Ct [\7r ~·- •") I ·1 6 ..... , .... ,,_ L, -..... _1,,olil -
o.48 0.063 0.947 
(). 46 0. 12(:> 0.895 
o.44 .o.·191 (). 845 
o.42 0.257 0.797 
op dat ·en daarmee ~ x, y · niet We merken 
critiscr1 van de waarde "'van i\. afhangt. 
. - , ,I - r r.• e (!) 
I 1 
Nemen weals voorbeeld 
l·i 1 
l·l 2 
D 
2 
1000 m 
-- Ej 'S rr1 
.. 
150 m ...... ..... 
Bi j de ~!:e t\1a.ar<je 
-- 0, 81t2. 
var1 
I'"''\ ,4 
-·~ ,jllllli ..... w . 
12. 
interpolat 1e 
\4e !{rijgen dan, als we bover1die11 een schaal f'actor ~ L in aar.t-·· 
merkin5 nemen zodat de breedte van de zee Len niet 2 is 
t1 L 1 
X + 0 ., 84 
1W· . L 11 2' " 
+ illtl1' I a . 
x en y zijr1 hierbij nc>ts wel in relatieve n·1aat u·itgedrukt .. 
En spec iaal ' 1 001,.. het punt x ··- C), y ~.~ -4 (t1et punt ''Hoek van Hollar~1,.l '1 
vinclen we 
L b,,,.~ ,,..., ' • l J ·, c , I 
. '-"·' ' 
-
Stellen 
de wi11d 
de wind 
we nag iv 1 
loodrecht 
1
'kri111pt tr 
- w sin , w0 - - w cos 
c::_ 
cJp de~ ''zuidkust '' f;E!r·icht is 
~ dan kunnen we voor 6.20 
r-
" 
en wordt poeitief'" 
ook achrijven 
Het resultaat 6.20 kunnen we vergelijken met het resultaat 
10021 uit TW 23., (1at berel{E:~nd is onder de aanname dat de oce[iar·1 
f-Iet ver~schil afgezien van de factor 
-
l • 
~-. ' 11 
.,-\ ,,., 
.. ,;; . ' 
' \. \4·1 
- c,, .· . ·'.:". -. 1 , l 
r:.: g •':) 
Tengevolge van het di~ te-verschil ' """" ' ' C'! -, ' ' ' ' ,, {'> t 1. d 11 o s e 11 o c e a an e n z e e ... :i <::: r ~· t ,i ~ , 
een vi inde f~ 1,er:; t ten 1ev,.(J le;e van de wir1dcorr1ponen t lood1~ec ht 
van 
We kunne1'1 
Sc ha 11<:\~ijk 
6.20) en 
2, p.30 
6.21 ()Ok vergeli\jken n1et t1et resulttiat d.r:1t 
af,.le id t 011de r· de i1ar1r1arne da t de zee ee:Jr1 i:.,e -
~-~--~ 
1 i j kma t ig he·:. ler1de boclem hee t··t. He I" le iden we z 1~1n 111 tkoms t ,:l i(:: <.) 1; 
een enigszins onduidelijl{e mnnier met een ber1aderingsmethode ver4 -
kregen is tot c)nze vorn1 . V()or z itjn groothe id 
dan luidt deze 
----------------
12 Daar in de grootl1eid )... de diepte in de noemer optreedt, is t1,E:t; 
plausibel om. te werken met het harmo1··1isch gem1dde1(1e van cle 
diepte. 
dus inderdaad klein, 
zodat onze benaderingen zeer goed zijn. 
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. - 1~·0 • 
• 
De overeenkomst is, hoewel de 
verschillend zijn~ opvallend. 
uitgangspunten van de bereken1ng geheel 
• 
7. Lineair varierend windveld 
? I b $ I I I S I a t 7 q I ! Fil ., I 54 a t I 
~i~pe,,. 9c~a~n. aan een • 
10 ISi l]ISS 
We beschouwen hetzelfde gebied vgl. fig.6.1 als in de vorige 
paragraaf, doch nemen aan dat de componenten van het windveld niet 
constant., doch lineaire functies van x en y zijn. 
stellen 
w 
Stellen 
gens 2.4 
X 
we W 1 
➔ 
+ w11 
+ w 21 
- rot k U - grad V 
,,. ~ 
A 1 
y+2 
y+2 
vgl. , dan moet vol•• 
Toepassing van de operator k.rot op deze vergelijking levert vgl. 
de rekenregels in appendix 1 van TW 23 
We kunnen hieraan voldoen door te kiezen 
u 
en dan volgt uit 7.2 
waaraan voldaan wordt door 
V 
• 
2 1-x 
• 
xy-
De windpotent1alen 7.3 en 7.4 zijn echter niet de enige, die 
C 
het windveld . 7 .1 voortbrengen., we kunnen hij de functie 
• 
gehele rand van G. 
• 
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Hiertoe ontw1kkelen we eerst U x in een Fourier-reeks: 
2 00 
- Tx. 
Besehouw nu de functie 
z 
00 n 
-1 cos 1i ·z+2i n ' ' 
-
n=O C n+• n ~ 
2 \ I \ 
( 
--- n+l 3 
A\=O 2 
C n+ • 
Deze functie heeft de volgende eigenschappen 
· de reeks conver-
geert hier uniform; daar hier, zoals gemakkelijk te verifieren 
is cos n-t-1·. 1r z+2i '- ch. 2n+1 1r- • 
2°. Re + 1 + 1y O voor -4 '- y ~ O. 
3°. Re A x Re A x-41 
2 co 
-1 n 
cos ·n 
= -- 0 voor -1 f,x 41 • 
En daar voor z · · + 1 + iy , -4 '- y ~ o 
langs de gehele rand van G. 
u O is , geld t: U+Re · =, O 
Nemen we dus als windpotent1alen 
U x , y = U + Re /\.. 
1 
- 2 
2 2 A21-A12 1-x + --- ~-• 
1T 
00 
• C 
., .. 
2 
-1 . n 
- - • 
' _Ll_ 
. n-.--2 . 
( l 
• 
, 7r X 
1 A 2 
2 22Y + 
7.4 
- 27 -
Met het oog op het volgende merken we nog op dat uit 7.5, volgt 
waarin 
* V x,o = - A 
X 2 
rr 
1 + 
-
x- •·. 
n 
-1 tgh 
-
2 n + 1 · ;·,· . s in · n 7rx . 
7.6 
X, 7.7 
7.8 
Enkele forrnules die de berekening van deze functie . x. vergemakke-
lijken zi,jn in append ix 3 verme ld. 
We willen nu de opwaaiing 
windveld 7.1 , waarbij we ons 
1 )c,y bepalen die behoort bij het 
tevreden zullen stellen met de in 4. 
aangegeven nulde benadering 
de oceaan zeer diep is ten 
Volgens 4.8a en 4.9a 
complexe potentiaal in het 
- U langs 
c1ie reeds een goede benadering is als 
opzichte van de zee . 
hebben we in nulde benadering voor de 
gebied van de zee de randvoorwaarden 
vgl. fig.6.1 
- U + 7'. V , langs 12 
waarin i\ = i\1 
" .. 2 
Kiezen we nu de functies 
tialen, dan krijgen we, dank 
G analytische functie n. z 
u•env•uit 7.4 en.•7.5 alswindpoten-
0 
-
-A• 
~ + i moet voldoen aan 
• 
de in 
7.9 
7 .10 
Di t prob leem is in de vorige pa.ragraaf r,eeds behande ld · vgl. de 
randvoorwaarden 6.7 . 
Als resultaat vinden we dat 7.a.ngs de ''zuidkust'' geldt 
1 
z . !'·~ -
ctg 1r .·· 
i ~ cos-;r 1r ·tg 7f t 
0 
i\.;o<.<-~. 
Met 7.6 vinden we hieruit 
door 
· . . ·, 
• 
' .. 
C 
' 
COS?r 
. ·.•· cos 1( 
gegeven z1Jn. 
1 
0 
1 
0 
- 28 - • 
• 
2( ·. 
Door de Rekenafdeling van het Mathematisch Centrum is de functie 
x getabelleerd en zijn berekend voor 
0,44 vgl. pag.23, = 0>1g1 . . 
' . 
Gevonden werd: 
X 0 X 0 X If I b 0,6 X 
·= o,407 
0, 1 0,074 0,7 0,457 
0,2 0,147 o,8 o,497 
0,3 0,218 0,9 0,526 
o,4 0,286 1,0 o, 541 
O j 5 0,349 
en 0,819., o,44 o,412. 
Hiermee vinden we 
z ~ - 1 o,84 , 
· 7. 12 
geldig in het t•zuidelijke '' deel van de zee. 
Met behulp van 2.7 vinden we uit 7.7 en 7.12 dat voor de 
opwaaiing langs de Zuidkust geldt onder gebruikmaking van 
gevoegd 
-
L 
2 
-
V + Im.0. 
o,84+x w 1 
+ 1,21 - 2 X + X 
Speciaal vinden we voor x 
L 
L 
- 0, 41 -
.o,47 -
0 · ''Hoek van Holland tt 
- 4 
+ 
7 .13 
1 
· 7.14 
. . 
- 29 - • 
In deze laatste vorn1 hebben alle tert'nen een min of meer aanschou~11~c-
lijke betekenis. 
De 
voorkomt - voor de opwaa11ng tengevolge van de winden in de y-rich-
ting is de variatie van de windsterkte in de y-r1chting niet van 
belang. 
De termen u.,84 
in de x-richting in de omgeving van de grens met de oceaan .voor 
x-component in de omgeving van de oceaanrand de extra-ter1n veroor-
term -0,41 
x afhangt. 
treedt ()p omdat 
extra opwaaiing veroorzaakt. 
is een gevolg van de rotatie van 
Bij pos1t1eve rota.tie wordt een 
• 
Bij de beschouwing van de windvelden die optreden bij ernstige 
N.W. stormen, vallen twee bijzonderheden vaak op: 
a In het algemeen is de windsterkte in bet Westelijk deel van 
de Noordzee veel groter dan in het Oostelijk deel waar zich onge-
veer de kern van de depressie bevindt . Dit betekent dat de groot-
b Vaak gebeurt het dat de x-component van het windveld in de 
Noordelijke l .Jlft van de Noordzee practiach nul is, doch een posi-
tieve waarde heeft in t1et Zuidelijk deel van de Noordzee. Dit bete-
Wx neemt bij afnemende y toe . 
Het is duidelijk dat beide effecten volgens · 7.14 een vergrotende 
invloed hebben op de waarde van -- in het punt ''Hoek van Holland 1•. 
Als voorbeeld beschouwen we eerst het windveld Wx 
De wind is dus overal langs de as gericht doch de sterkte is nul 
langs de oostkust en langs de westkust is de sterkte het dubbele 
van de gemiddelde waarde W. 
Uit 7.14. vinden 
w, w22 = o 
LW . 4 4 
·. + 0,. 7 g 
dus., vergeleken bij wat we volgens 6.20 .. ·voor ''Hoek van Holland'' 
zouden v1nden voor het gemiddelde windveld,een verhoging van 12J. 
• 
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Als tweede voorbeeld beschouwen we het w1ndveld 
• 
w 
X 
w y - w 
1 
- !f Wx -
5 
+ 1f Wx 
'l 
2 
• 
1 w 
1t. 
' \ 
y+2 
In figuur 7 .1 is een sohe·ts 
van dit windveld gegeven ·N.b. 
we beschouwen steeds wind-
krachten en geen windsterkte~, 
in fig. 7.1 is dan ook de 
grootte van de w1ndkracht 
- die ruwweg evenredig is met 
het quadraat van de wind-
sterkte - aangegeven . 
We vinden uit 7.14 
terwij 1 we., ala we met het 
gemiddelde windveld zoude1·1 
rekenen, volgena ·· 6. 20 · 
+ o,42 
zouden kriJgen. Het extra-
effect is hier dua 9. 
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Appendix 1. 
We bewijzen 
Zij Geen gebied van het in 2. beschouwde 
zij een 
gedefinieerd dat aan de volgende eisen voldoet 
0 ' . 
2 o langs het gemeenschappelijke 
) .. - ) isce tangentiele component van 
Dan geldt 
L. .. '" j=1 
., .. 
• 
r J 
deel 
gelijk 
....... . -~ 
jk 
aan 
type. In ieder der 
➔ 
j, k ..... 1 , .•• n van 
)l 
die van uk. 
A1.1 
dat deel 
integratierichting langs 
dat samenvalt met de rand van G, de 
-
Bewijs: 
·J = 1, ••• n in 
stukken De integralen langs 
A 1 .1 met de goede 
en 
• 
Vervolgens bewijzen we de in 2. genoemde stalling, die we echter 
in een iets algemenere vorm zullen uitspreken. 
Stelling .. 
Zij G een gebie<:1 van hE:!t in 2. beschouwde type. In 1eder van de 
zijn vectorvelden 
aan de volgende voorwaarden ...... ... ,it, • J 
j 1 , ..• n 
voldoen: 
10 • 
1, ): 
, ,) 
" is continu in 
is continu differentieerbaar in en hier 
~ 
tangent1ele 
~ 
j 
•• • 
A 1 • 2 ,. 
is de 
resp. 
• 
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k . 
• ). •<)t _.., 
• • 
x,y 
1 0 ~ 
, resp. lp is continu en eenwaardig in G+ r , 
J 
moet in inwendige richting 
den en hier geldt 
bl ► 
- grad. 
- rot k • • 
Bewijs: 
We bewi 1j zen deze stelling alleen voor het eerste geval 
het tweede geval volgt direct hleruit indien 
So 
\rangen 
Zij 
en 
..... ! .. ' " .. 
door t.p • 
het veld u x,y gedefinieerd 
➔ 
u 
) 
door 
1 , .•• n • 
van 
component 
sea-
j -1 ••• n 
wor-
A1.3 
de vel-
....., 
uj ver-
Op de krommen niet eenduidig 
d f ., ... ) ge e inieerd, de t.:iJ:1gent ie le component van u is dat echter wel, 
dank zij de voorwaarde 4°. 
Zij de fu1·1ctie x,y in G+r gedefinieerd door 
x,y -
C 
waarin C een geheel in 
rig gel{ozen vast punt 
dat C ieder der krommen 
wel 
➔ - • 
u.ds> ,A.1.4 
G+ I' verlopende kromme is die een ·w1llekeu-
in G+ r verbindt met het punt x,y , zodanig 
C mag 
Jna!. 
tangenti~le component van u is hier eenduidig bepaald, dus de on-
geen invloed op deuitkomst van de 
integraal in A1.4 · • 
De aldus gedefinieerde functie x,y. is zeker continu_in G+I' 
en vo ldoet" ook zeker aa:n A 1 • 3 • , ook in pun ten van de krornmen 
mi ts aan de goede zijde van r ged11"ferent1eerd wordt. 
Om te bewijzen dat 
verloopt 
geldt 
. ._., " l 
·.··. u .ds = ; • 
·c 
,rµII 4 1•-.,")l:IM!1i111 ... :.;;Jfh ILP!llll'lliili 
snijdt., 
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• Het deel Gt van G dat binnen C 11gt is van hetzelfde type ala G 
en heeft tot rand C benevens het deel r r van [' dat binnen C ligt 
als G enkelvoudig samenhangend isJ, dan is r• er niet • Noemen 1tve 
• 
het deel van j = 1, .•. n dat binnen C ligt indien aanwezig 
1 "I 4 , t . 
en de rand van bovengenoemde 
hulpstelling A1 .1 
. .. ·~ -,. ➔ 
u41ds + u.ds 
n 
.. ,, . 
.... 
f' 
➔ ,, ' 
r· 
En volgens het theorema van Stokes dat ook voor meervoudig samen-
hangende gebieden geldt, mits u eenwaardig is is 
4 > "' > ., ;) 
-
u w .ds ... k. dO 0, 
r 
r 
➔ is in 1 + j j I , continu differentieerbaar 
t 1 
A1.2 
➔ " Dus _ u.ds O., waarmee de eenwaardigheid van de door · A1 .• 4 
gedefiniGerde functie y x,y bewezen is. 
Dat de velden die aan alle eisen voldoen op een add1t1eve con-
atante na eenduidig bepaald zijn, volgt direct uit het feit dat het 
verschil van twee dergelijke velden een in G+ I' continu veld is, 
Appendix 2. 
We beginnen met het bewijs van een formule van het type van de 
formul(➔ S va.n Green: 
• • • Zij G een enke J_ i:.roud ig of meervoud ig samenhangend gebied van het 
beschouwde type · ''eindig veel eilanden'. met rand r•. Zij de com-
plexe functi~ 
' • 
' ::::•I!.  4 
• + r continu en eenwaardig en in G * een analytische functie 
.. continu is in a• + r •. van z · x + iy, zodanig dat grad 
Dan geldt 
.·grad 
1.nd1en de 
.............. ,....., ___ _ 
het 
zeker e1nd1· g. 
' ' . ' .• 
' 
• 2 
. . dO~ .. ~ - da 
,-,.,4 
positief georienteerd is •. 
waar!n 
bestaan. 
ein<:i.ig 
eventueel u1teenvalt, 
• 
• 
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Bewijs: Volgens het theorema van Stokes geldt voor een vectorveld 
a+ continu differen-
tieerbaar is 
➔ 
.k. 
G* 
-'>, 
rot u dO 
• 
➔ • * Kies u = - grad 
Dan is in a:.r--
➔ ➔ 
~ 
u.::.s . 
• 
• 
k.rot u ➔ --==-~. - k. grad x grad --- k 
., 
.rot grad 
- grad -~ ., * • k )( grad • 
Daar volgens 
mann geldt: 
lemma 2 uit TW 23 de vergelijkingen van cauchy-Rie-
~ ➔ ;h* grad~ = - rot k ~ 
• 
, volgt hieruit 
.. ~ ,), 
k.rot u == grad • d • grad 
Hieruit volgt direct A.2.1 . 
We bewijzen nu dat de in 2. ingevoerde complexe potentialen 
en in en door de overgangs- en randvoorwaarden 
2.8 , · 2. 9 en 2.10 eenduidig bepaald zijn op additieve con.,, .. 
na, die aan 2.11 voldoen. 
Zij en · · z twee stellen com.plexe potentialen j j 
die aan de bovengenoemde e.isen voldoen. De verschil-functies 
,] 
en analytisch in en voldoen zijn dan ook continu in 
aan de bij 2.8:, 2.9 
en randvoorwaarden: 
en 2.10 behorende homogene overgangs-
langs = 1, ..• n .. ·. geldt 
,._ 
J 
-1 ' • 
j 
<j>il' 
j 
• ·= ••,· tl j k- k 
-1 .n* i\ T k k 
cona;t. 
Passen we nu de formule A2 .1 ·.· toe op de gebieden 
• 
·. j -,- 1, ••• n . dan vinden we bij sommatie 
· grad 
-
r J. 
A2.2 
·A2.3 
A2.4 
fun•c-
' ~ ··~ . 
We zullen nu aantonen dat het rechterlid Vall A.2 .5; nul is. H1ertoe 
aehrijven we 
• 
I • - ··•·. 
' . 
,. 
. j· '. 
. ' 
' 
gr.· ·a···d·  , ' C , • ' . . 
' 
r·. J , 
-1 
• , I . 
' 
' / '-
'' 
• 
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We pasBt:n r:te hulpstelling A1. 'I uit appen:.lix 1 toe op de in 
~ 
J 
=• ~ 
U, 
J 
J=1~ .~.n ge·lafinieerde vectorvelden 1 
grad • • J 
• 
Vol~ens A2.2 en A2.3 is langs de 
.. ~ gelijk 
0 - * 
door differentiatie dat -1 j\ j 
dus 
daar uit 
Voor de 
* daar 
., 
. ~ - j 
tweede term van A2.6 
~ 
' 
j 
is in G+ t' j 
aa 
'":l -1 
== " k 
l"\ 
\ -1 • 
= ~ i\. A· . -j=l J r. J J 
O la,ngs 
schrijven we 
n 
-1 - ... 4 " l 
AJ 2 
• 1 J 
r 
j =1 , ••• n . 
dus bewezen dat I o is en daar grad 
j:,k 1, •.• n 
uit A2.3 
A 1 .1 
1 , ••• n • 
* 2 d j 
j 
• 
J an grad We hebben 
continu zijn j j 1, ..• n volgt uit A2.5 
grad ·* j .. grad * ' = J O in j ..... 1 , ••. n 
de 
volgt 
1s 
... 0 
• OJ 
j 
.. ·. * 
eontinu. 
constant j j 1, ••• n, want ze zijn 
• ' 
.. = *= -1 
en A2.2 en A2.3 dat voor alle 
I l 
waarvoor .. Ck. 
Daar het gebied G .. ,. C , 
t 
c. 
J C• voor alle j. 
We vinden dus a,ls resul taat dat voor het verschil van twee ste llen 
oplossingen voor de complexe potentiaal moet gelden 
-* 
C =.,,,,C·+i j • 
waarin C enc, onbepaalde 
was. 
--·' -------
grad 
·-1 ree e constanten zijn, hetgeen te bewi~; ;:'·;:~,, 
' ' 
van de stroomfunotie '""' volgt dst 
' . ,, ! 
. ,, , .. 
. ' • . ' ".-! ,' 
' 
' ' 
•• . ' ; 
' : . ' ' : . .'_', 
.. "'<: ' ' 
De functie X is 
2 
X 
' ~ .. 3' 0 n ll 
Daar reeds tgh .. ,,-
sc houwen de functie 
* 
co 
X 
n=O 
Hiervoor geldt 
* 
d 4 .... 
n=O 
- 36 -
door 7.8 gedefinieerd a1s· 
• 
• 
-1 n tgh 2n+1 ,,.·.sin n·I -~ •• 1 f X ~ 1 . ?l""X 
n f ½ • 
0,9963 is het zinvol om naast x te be-
n 
-1 
n+} 
sin n·f·~ i,~x A3.1 
-1 n 
• sin l n~ 11 X 1-x , 
hetgeen bewezen kan warden door Fourier-ontwikkeling van het rechter-
lid of door sommatie van de reeks met behulp van de machtreeks voor 
1- X • 
Verder zien we onmiddellijk 
o., 16 1 -,. ' 
'!T3 
C<) 
\ 
t .. .. 
n=O 
1 14 
2n+1 
waarin s de zeta-functie van Riemann is 
8 t 
n ..... o 
0, 
waarin L het zgn. getal van Catalan 1s · L == 0.,916 ••• 
Op gro-nd van A3. 2 kunnen \i.re schrijven 
• 
1 2 ;r 1-x X 1-x ln tg 1-x 1-x 1f - -7r 
0 
1-x 2 du 1 u 2· 1t sin u 0 '2" 
u du 
+ ;,-sin u ~ 
De ,juistheid van deze formule, bl ijkt onmidde llijk door differentia-
tie. 
Ook 
'tie een ftormule aangeven die geschikt is voor kle1ne x 
•' 
2 X X tn,· '.0 ·. + T . $#' ln 
1r tg lf . 
eenvoudig numeriek te beheersen. 
,. 
1 -x ' + X 
X X 2 du du u u 
I ' 
-
11"' cos u cos u 0 0 ~ 
· en daarmee <p . x :~ ·:· 
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